Matematicas
Especiales

Nicanor Guerra Quintana

Introduccion

Las “Matematicas Especiales” forman un cuerpo de conocimientos que cualquier
persona culta con intereses cientificos deberia conocer. Los temas que las componen
comparten —desde hace mucho tiempo— con las habilidades humanisticas basicas el
curriculum de la etapa final de la ensefianza preuniversitaria para futuros cientificos y
técnicos.

En el marco de un curso de preparacion para el acceso a la Universidad de personas
mayores de 25 afios, muchas de las cuales dejaron las clases regladas largo tiempo
atras, las Matematicas Especiales deben ser preparadas y explicadas con esmero. No se
trata sélo de transmitir unos conocimientos minimos y generar unas habilidades, también
minimas, para superar una prueba o examen hay que poner de relieve que para la
mayoria de los participantes en el curso constituye una oportunidad —tal vez la primera—
de descubrir las Mateméticas y su utilidad: es bien sabido que, con frecuencia, es mas
interesante saber con qué se pueden hacer las cosas (p. €j. con mateméticas) que como
hacerlas (qué célculos concretos). Por eso estas Mateméticas Especiales deben dirigirse
a los alumnos del acceso para mayores de 25 afios con un animo también especial: hay
gue huir de la receta facil, establecer relaciones y conexiones y presentar —en la medida
gue lo escaso del tiempo permita— algunas de las pautas béasicas del razonamiento
matematico.

Desde un punto de vista mas practico, las Matematicas Especiales apuntan a cubrir
los requisitos minimos para poder abordar las asignaturas de Fisica y Matematicas de
los primeros cursos de las carreras cientificas y técnicas. Es materia obligatoria para los
aspirantes a estudios del area cientifico-tecnoldgica, y optativa para aquellos que desean
matricularse en el area de salud y deporte. Nuestra idea es que también es necesaria
para estos Ultimos alumnos, a quienes prepara para la comprension de las bases fisicas
de la Medicina y la mayor parte de los Deportes.

Objetivos
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Como ya hemos apuntado en la Introduccién, debemos plantearnos dos clases de
objetivos diferentes para las Matematicas Especiales:

a) Culturales:

1. Desterrar de los alumnos la idea de que las Matematicas son “algo de lo que
examinarse”.

2. Introducir a los alumnos en una de las pautas basicas de razonamiento propias
de las Matematicas: necesidad de la demostracion y distinguir entre
demostracién y comprobacién.

3. Convencer al alumnado de la utilidad de las Matematicas: ofrecer ejemplos
elementales, resueltos y extraer consecuencias de ellos.

4. Proporcionar un conjunto de conocimientos operativos de las técnicas ele-
mentales de las Matematicas Superiores: el universo numérico, el problema de
la continuidad, el analisis diferencial, el calculo integral y unas nociones minimas
de geometria vectorial y sus relaciones con el algebra.

b) Frente a la prueba de acceso:

1. Situar a los alumnos en condiciones de responder correctamente a las cues-
tiones, del nivel adecuado, que se les propongan en el examen de acceso.

2. Ensefiarles cédmo ordenar, redactar y presentar los ejercicios de la prueba con
objeto de que sus capacidades sean justamente evaluadas. Para ayudar a
conseguir estos objetivos se ha elaborado, en primer lugar, la presente guia
didactica que contempla un temario detallado con indicaciones pedagdgicas y
comentarios acerca de las conexiones, relaciones y utilidades futuras de cada
tema propuesto. A partir de la guia se elaboran los materiales didacticos, que
contienen el desarrollo pormenorizado de los temas, asi como propuestas de
ejercicios, tanto resueltos como no, y otras actividades para la mejor
comprension de la materia, que se traducira en soltura y capacidad en los temas
gue conforman el programa de Matematicas Especiales.

Indicaciones didacticas generales

Presentar una introduccion a las Matematicas Superiores —eso son precisamente las
Matematicas Especiales— necesita utilizar algunos recursos que conviene explicitar. En
la actualidad se tiende a que la exposicion de temas matematicos se desarrolle con las

siguientes caracteristicas:
1. Dar gran importancia a la motivacion, con ejemplos sencillos sacados de las
propias Mateméticas, o a partir de situaciones extraidas de otras disciplinas o de

la realidad diaria.

2. Empleo de razonamientos intuitivos basados en representaciones geométricas y
graficas, incorporando el rigor solamente cuando se vaya a recapitular o resumir
una explicacién.

3. Usos de medios auxiliares, como materiales por escrito, audiovisuales y
calculadoras u ordenadores, situando en su correcta medida la importancia de
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cada una de estas técnicas.

4. Participacién activa de los alumnos mediante el trabajo individual, o en grupos, para
completar, redactar y analizar con bibliografias adecuadas las explicaciones de
clase, que apuntan cada vez mas a ser exposiciones de las lineas principales de los
razonamientos.

Asi pues, no corresponde al curso introductorio de Matematicas Especiales quedarse
reducido a un conjunto inconexo de temas presentados de modo raquitico y dirigido hacia
el célculo automatico de ejercicios a través de un repertorio mas o menos amplio de
recetas. Hoy dia, una parte importante de esos ejercicios se resuelve pulsando un par de
teclas en algun aparato, pero hay que saber qué teclas y —sobre todo— por qué. Quien
tenga clara esta idea lleva recorrido gran parte del camino hacia un buen entendimiento
de las Mateméticas.

La leccion de la forma del desarrollo concreto de cada sesion queda, desde luego, a
criterio del profesor, pero es recomendable alternar las diferentes maneras de
representacion a que aluden las caracteristicas recién enumeradas.

La tutoria, otra de las formas de interaccion entre profesor y alumnos, deben tener un
desarrollo definido:

1° No es una clase particular.

2° Las posibles dudas deben compartirse, pues con frecuencia una misma dificultad
afecta a la practica totalidad de los alumnos. Ha de ser en las tutorias donde los
alumnos comprueben por si mismos su comprensién de la materia estudiada: han
de reconocer, y se les debe inculcar, que la gravedad de los errores puede ser una
medida de progreso tanto o mas interesante que el éxito en algunos ejercicios
seleccionados.

Contenidos

1. Clases de numeros. Célculos con igualdades desigualdades y valores absolutos.

Este tema tiene como primer objetivo repasar la idea de numero y presentar la
necesidad de disponer de diversas clases de ellos. Asi, del proceso de contar se
originaron los nimeros naturales 1, 2, 3,..., con lo que es posible una operacion de adicion
0 suma. Para dar sentido a la operacién de restar se necesito introducir el cero e inventar
los ndmeros enteros...,-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3,... Con estas clases de numeros se puede
efectuar la multiplicacion, pero no dividir de forma exacta (p. Ej. La quinta parte de tres
peras no es una cantidad exacta de peras). Para ello, se amplié la familia de nimeros
inventando las fracciones o quebrados, que reciben el nombre de ndmeros racionales
(del latin “ratio” o razén). Vemos que las operaciones elementales de la aritmética (las
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cuatro reglas) se pueden desarrollar perfectamente con estas clases de nimeros. Sin
embargo, hay problemas geométricos para los cuales no son suficientes: el calculo del
radio de la circunferencia o el de la diagonal de un cuadrado de lado | son los mas
conocidos. Las soluciones de estos problemas se expresan aproximadamente con
nameros racionales que se acercan tanto como deseemos a la solucién exacta, pero sin
alcanzarla nunca. Esos “numeros inalcanzables” pero aproximables se llaman nimeros
reales, y con ellos es posible efectuar operaciones tales como la raiz cuadrada y otras
mas complicadas aun: los nimeros reales son la antesala de las Matematicas Superiores.
Todas las clases de niumeros que hemos citado se pueden representar sobre una recta
infinita horizontal y estan ordenados de manera natural a lo largo de ella, colocando los
positivos creciendo hacia la derecha a partir de un punto 0 y los negativos en sentido
opuesto.

El segundo objetivo lo componen los calculos relativos a la ordenacion de los numeros
reales: se trata de clasificar nimeros atendiendo a si son mayores 0 menores a otros
dados. Una buena intuicién geométrica es muy Util en esta etapa, por otra parte bastante
facil y de importancia fundamental en el desarrollo posterior de las Matematicas.

Finalmente, el tercer objetivo consiste en aprender a manipular expresiones mas
generales que la raiz cuadrada, p. Ej. Raices cubicas o potenciales con exponentes tales
como -2 6 un tercio. También se consideran expresiones donde aparecen las raices
combinadas con las operaciones de la aritmética, las llamadas expresiones irracionales
(se llaman asi porque no equivalen a ninguna razén o “ratio”, o quebrado numérico). Los
ejercicios de racionalizacion son imprescindibles.

Geometria del plano

En este tema se tratara de conocer el plano euclideo de forma elemental: manejar las
coordenadas de un punto respecto de los ejes cartesianos; distinguir entre un punto y un
vector; aprender conceptos basicos como distancia entre dos puntos, vector que
determinan dos puntos, suma de vectores; conocer las distintas ecuaciones de una recta,
asi como rectas paralelas y perpendiculares; identificar el problema de interseccién de
rectas como la solucién de un sistema de ecuaciones de dos incdgnitas.

La geometria en el plano sera imprescindible para visualizar la trigonometria,
representar los ndmeros complejos y, por supuesto, para representar graficamente
sucesiones y funciones.

2. Idea del concepto de limite para sucesiones de nimeros. Calculos practicos de
limites sencillos y resolucién de algunas indeterminaciones simples

La idea de limite es la formalizacién del concepto de aproximacién que encontramos
por primera vez en la definicion de los nimeros reales. Una sucesion de nameros es,
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simplemente, un conjunto de nimeros que van numerados segin los nimeros naturales.
Esa numeracion se expresa —en general— mediante alguna formula (llamada término
general) que nos dice qué valor concreto corresponde al nimero natural n. Por ejemplo,
1/(n+1). Investigar el limite de una sucesién quiere decir estudiar qué ocurre cuando se
hace que n crezca indefinidamente. Lo normal es sustituir n por infinito en la expresion
de término general, y operando con las reglas de manejo del infinito obtener un resultado
gue puede ser numérico, infinito, oscilante o indeterminado. En los dos primeros casos el
resultado hallado es el limite, pero en el Ultimo hay que operar para resolver la
indeterminacion. Para este nivel basta con estudiar las indeterminaciones mas sencillas,
en las que no intervienen exponenciales. Si hay oscilacion se dird que no existe el limite.
Se insistira en las representaciones graficas y en los experimentos con calculadoras y
ordenadores si se dispone de ellos.

Progresiones aritméticas y geométricas y algunas de sus aplicaciones

Las progresiones son casos particulares de sucesiones en las que el término general
se obtiene a partir de un primer elemento mediante reglas muy sencillas. El caso
aritmético se da cuando cada término se obtiene del anterior sumandole un valor
constante (la diferencia de la progresion), y el caso geométrico, multiplicandolo por una
constante llamada razon. Los problemas mas interesantes que se abordan son los
siguientes: hallar la suma de un nimero dado de términos, interpolar términos en las
progresiones e intentar la suma de los infinitos términos, lo que equivale a hallar un limite.
Para las progresiones aritméticas, la suma de todos los términos siempre es infinita, pero
para las geométricas puede ser un ndmero no infinito: esto tiene aplicaciones en la
Biologia, en las Finanzas y en muchos otros campos.

3. Trigonometria elemental plana: las razones trigonométricas y primeras
relaciones entre ellas. Resolucién de triangulos rectangulos

La Trigonometria plana es el estudio de los dngulos desde un punto de vista numérico.
Un angulo es la porcion de plano limitada por dos semirrectas que se originan en un
mismo punto, y esto parece tener poco interés numérico. Sin embargo, a cada angulo se
le puede asociar una medida de su amplitud, y esta medida, efectuada a lo largo de una
circunferencia, puede manejarse comodamente mediante la introduccion de medidas
rectilineas asociadas a ella. Estas medidas se llaman “razones trigonométricas” y estan
basadas en el andlisis de un triangulo rectangulo: relacionan las longitudes de dos lados
de uno de esos triangulos con los angulos no rectangulos del mismo. Por eso la
resolucion de los tridngulos rectangulos es la aplicacion mas inmediata, que constituye la
base de la Agrimensura, la Topografia y la Geodesia.
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4. Concepto de funcion. Inversion de una funcion. Ejemplos. Logaritmos y ex-
ponenciales

El concepto de “funcién” es capital en las Matematicas Modernas. En Matematicas se
describen no sélo objetos, sino también las posibles relaciones entre ellos (p. Ej.
Piénsese en cémo se relacionan los objetos de una tienda con el dinero mediante el
precio). Asi pues, si tenemos dos conjuntos de objetos y elegimos uno cualquiera x del
primer conjunto, lo podemos relacionar con otro f(x) del segundo conjunto especificando
una regla f que nos diga como construir f(x) a partir de x. Solamente le impondremos a f
una condicién: que a cada x lo relacionen con s6lo un f(x). Cuando x y f(x) son reales, se
puede representar en unos ejes coordenados el conjunto de puntos del tipo (x, f(x)), que
en general es una curva llamada “gréfica” de la funcion. En la practica elemental se suelen
confundir la gréfica y la funcion.

El objeto de este tema es repasar la idea de funcion y representar algunas
propiedades de sus graficas. Por tanto, se estudiaran las funciones siguientes:
Polinémicas de grado 1, 2 y 3, razones trigonométricas y las funciones transcendentes,
exponenciales y logaritmicas.

Con relacion a las operaciones con funciones, y basandose en los ejemplos
presentados, se analizara qué efecto tienen la gréfica de f (x), las operaciones f(xta),
f(x)xa, f(ax) y af(x). Se estudiara el concepto de relacién inversa de f observando que no
siempre es una funcion, y se haran ejercicios gréaficos de comprobacién. La ayuda de
maquinas es muy interesante para este tema.

Idea intuitiva de limite de una funcién en un punto y del concepto de funcién
continua. Catédlogo de funciones continuas elementales y de sus gréficas.
Concepto de discontinuidad en un punto. Ejercicios gréficos

Al combinar las ideas de funcion y de limite encontramos uno de los conceptos mas
importantes de las Matematicas: la funcién continua. El limite de los valores de una
funcién f(x) cuando x tiende a un cierto valor p se define de manera anéloga al limite de
una sucesion, y puede existir o no, u oscilar entre varios factores. El estudio y calculo de
limites de funciones es similar al de los limites de sucesiones. Se recomienda la ayuda
de representaciones graficas con ordenador y calculadora.

Una funcion f(x) es continua en un punto p cuando se pueden intercambiar en p las
operaciones de tomar limites y de calcular la funcion, esto es: lim f(x)= f(limx) si x tiende
a p. Esta definicion equivale a decir que una funcién es continua en p si pasan tres cosas:
existe f(p), existe el limite de los valores de la funcién, y ambas cantidades son iguales.
Si una funcién es continua en todos los puntos de un conjunto A, que por lo general sera
un intervalo o reunioén de ellos, se dice que es continua en A. Intuitivamente la continuidad
en el conjunto A indica que la grafica de una funcién continua es una “curva continua”,
que se traza sin levantar el lapiz del papel.
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El catalogo de funciones elementales continuas en todos los puntos de la recta real
comprende: los polinomios del cualquier grado, las funciones trigonométricas seno y
coseno, y las exponenciales. Sin embargo, no todas las combinaciones entre ellas
resultan ser continuas: el cociente de dos polinomios no es continuo si el denominador
se anula, y lo mismo le pasa a la tangente, si el coseno es cero. Tampoco son continuas
en todos los puntos los logaritmos (porque los nimeros negativos no tienen logaritmo),
ni las raices cuadradas si el radicando es negativo...

Los puntos donde una funcioén es continua se llaman discontinuidades de la funcién.
Es evidente que las discontinuidades se corresponden con el no cumplimiento de alguna
de las tres condiciones que debe cumplir una funcion para ser continua. Sin embargo,
cuando el limite de la funcién existe, pero no el valor de la funcién, se puede adjudicar a
la funcién —en el punto que sea— el valor del limite. En ese caso se dice que hay una
discontinuidad evitable.

5. Idea intuitiva del concepto de derivada de una funcién en un punto. Funcién
derivada de una funcién dada. Tabla de reglas de derivacion. Aplicaciones:
pendiente de la recta tangente a una curva en un punto, interpretacion de la
anulacién de la derivada en un punto, idea de los extremos de una funcion

Para comprender la idea de derivada lo mas sencillo es pensar que tenemos una
funcion f(x), donde x representa el tiempo y f la evolucion de una cantidad cualquiera a lo
largo del tiempo. Si a y b>a son dos instantes de tiempo, f(b)-f(a) es la variacion neta de
f entre a y b. Pues bien, la tasa unitaria de variacion (esto es, lo que varia f por unidad de
tiempo) de f entre a y b se obtiene dividiendo la tasa neta por el tiempo transcurrido, b-a.
Geomeétricamente, hemos construido un tridngulo rectangulo, en el cual se ha calculado
la tangente de un angulo. Podemos pen- sar en calcular la cantidad anterior haciendo el
intervalo de tiempo cada vez menor, hallando el limite cuando b tiende hacia a. Cuando
ese limite existe, se llama “derivada de la funcién” f en el punto a, y lo representamos por
f’(a). Geométricamente, representa la tangente del angulo que forma la recta tangente a
la gréfica de la curva en (a,f(a)) con el eje de las X, y fisicamente, la tasa instantanea de
variacion de f en a. Por ejemplo, la aguja del velocimetro de un automévil marca la
derivada, en km/h, de la funcién f(x)=kildmetros recorridos hasta el momento x, que es lo
que vemos en el cuentakildbmetros. Ademas, si el vehiculo esta parado, la derivada es 0,
pues no hay variacién alguna de posicién en la carretera.

Al igual que para las funciones continuas se definia la continuidad en un conjunto A,
una funcién es derivable en A si lo es en todos los puntos del conjunto. En este caso, a
cada x de A le correspondera el valor de la derivada en él, f ’(x),y a esta nueva funcion la
llamamos “funcion derivada” de f.

El célculo con derivadas se denomina “célculo diferencial”, y se pueden hallar reglas
que permiten el calculo de la derivada de una funcion a partir de ellas. Se presentara una
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tabla (deduciendo alguna sencilla) en la que se incluyan las propiedades mas
interesantes, tales como derivada de una suma, de un producto, de la funcion inversa, de
la funciébn compuesta... No es necesario hacer las demostraciones, pero si utilizar ideas
intuitivas y graficas, ayudandose de maquinas si se ve oportuno.

La anulacion de la derivada en un punto significa que la recta tangente a la grafica de
la curva en ese punto es horizontal. Intuitivamente se ve que cuando f alcanza en ese
punto un maximo o un minimo, la recta tangente es horizontal y la grafica de la curva
gueda toda ella (al menos en un zona alrededor del punto) por debajo de la tangente —si
es un méaximo— o por encima en el caso de minimo. Luego para averiguar donde puede
haber extremos de f lo primero es resolver la ecuacion f '(x)=0. Tras ello, un andlisis de
la curvatura nos dira qué tipo de extremo tenemos. Notemos que la condicién f '(x)=0 no
es necesaria para que una funcién tenga extremo, como lo prueba la funcién f(x)=valor
absoluto de x, que tiene un minimo en x=0 y no es derivable en ese punto. Tampoco es
una condicién suficiente, pues la grafica de la funcidén puede cambiar de lado de la recta
tangente al pasar por el punto, lo que se conoce como inflexién. Todo ello debera
ilustrarse con ejemplos y mucha informacion grafica.

6. Concepto de antiderivada o primitivay de integral indefinida: tabla de integrales
elementales. Concepto de integral definida en un intervalo. Regla de Barrow y
aplicaciones al célculo de &reas de figuras planas sencillas

Una observacion razonable es que si se define una operacion que a partir de unos
datos nos proporciona unos resultados, se puede plantear el problema de reconstruir los
datos a partir de los resultados. Es lo que conocemos como “célculo de la inversa”. Asi,
la operacion inversa de sumar es restar, la de dividir es multiplicar, etc. El problema que
atacamos ahora es: dada una funcion f(x), hallar otra funcién F(x) cuya derivada sea f(x),
o bien F'(x)=f(x). Esta F, cuando existe, se llama “primitiva” o “antiderivada” de f. De las
propiedades de la derivada deducimos que si F es una primitiva de f, también lo es F+k,
siendo k cualquier constante. El conjunto de todas las posibles primitivas se llama
“integral indefinida” de f. Para hallar F basta leer la tabla de derivadas sentido inverso, y
si no encontramos la f en la lista de derivadas habra que preparar las operaciones
pertinentes: es lo que se conoce como “calculo integral”. Esta es una parte esencial de
los programas de Matematicas que puede sustituirse ventajosamente por programas
informaticos, pero ello no excusa la explicacion de las técnicas mas comunes en casos
simples: integrar por cambio de variable, por partes, y algunos ejemplos faciles de
reduccion a fracciones racionales sencillas.

La integral definida de f(x) en un intervalo [a,b] es un nimero que se interpreta como
el &rea limitada por la grafica de f, el eje X y las rectas x=a, x=b. También es importante
notar que cualquier magnitud que pueda considerarse como un area se puede
representar mediante integrales definidas. Es conveniente mostrar la integral definida
como un limite de sumas de rectangulos de altura variable y base cada vez menor, pero
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no se debe insistir en demostraciones formales: de nuevo la intuicion grafica debe
presidir este estudio. La relacion entre la integral indefinida de f y su integral definida en
[a,b] la da la regla de Barrow: si F es una primitiva de f, la integral definida vale F(b)-
F(a), también llamada “formula fundamental” del calculo integral, y que se usa en la
practica para multitud de aplicaciones, varias de las cuales se presentaran.

Evaluacion

La prueba final tendra una estructura basica, formada por entre 6 y 8 preguntas, que
a su vez, podran tener varios apartados cada una. La puntuacién de cada pregunta y de
cada apartado estara especificada en la prueba.

Bibliografia

El temario que se acaba de presentar contiene los puntos principales de las
Matematicas Preuniversitarias, recogiéndose en él Unicamente los conceptos mas
importantes, y éstos, desde un punto de vista a la vez intuitivo y practico. La cantidad de
textos a disposicién de los estudiantes es enorme. Ademas del manual elaborado por el
equipo de profesores de la asignatura, se puede (y deben de hacerlo) consultar cualquier
texto de los niveles siguientes: Matematicas de 1°,2°3° del antiguo BUP y de
Matematicas | y Il del antiguo COU; Matematicas de 3° y 4° de la ESO y Mateméticas |
de 1°, Matematicas Il de 2° del actual Bachillerato.

Como conclusidn, creemos que el esfuerzo realizado por el equipo de Profesores
tanto en la elaboracion de textos como en el disefio de las sesiones de clase y tutorias,
junto con la presente Guia, deber ser suficiente para el autoestudio de las Mateméticas
Especiales y la consecucién de los objetivos planteados al principio de esta Guia
Didactica. Recuerde el lector —ademas— que no existe sustituto de una intensa labor
intelectual y personal para comprender cualquier disciplina.
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