Espacios Vectoriales Euclídeos. Proyecciones Ortogonales y Mínimos Cuadrados.
Sumario: 

PARTE TEÓRICA DEL TEMA 

1.- Espacio vectorial euclídeo. 

2.- Ortogonalidad Propiedades. 

3.- Norma. Propiedades. 

4.- Proyecciones en espacios euclídeos. 

5.- Método de los mínimos cuadrados 

6.- Ajuste de datos con el método de los mínimos cuadrados. 

PROBLEMAS RESUELTOS. 

Introducción al capítulo 

La estructura de espacio vectorial despliega una gran capacidad operativa cuando incorpora los conceptos de distancia y ángulo entre sus elementos. Para integrar estas dos cualidades métricas en un espacio vectorial es preciso definir en él un producto escalar, el cual otorga a dicho espacio el calificativo de euclídeo, de modo que a todo espacio vectorial dotado de un producto escalar se le denominará espacio vectorial euclídeo. 

Si se dota al espacio vectorial de un producto escalar se va a poder trasladar, al terreno de lo abstracto, las nociones de longitud y ángulo, en especial el concepto de ortogonalidad, sin que éstas pierdan las propiedades generales que les son inherentes. 

Antes de comenzar con el estudio de los espacios vectoriales euclídeos es preciso matizar que, en este curso, dicho estudio se limitará únicamente al caso de productos escalares sobre espacios vectoriales reales. 

Basándonos en la idea de ortogonalidad y proyección ortogonal, estudiaremos el método de los mínimos cuadrados, para resolver de forma aproximada sistemas de ecuaciones lineales incompatibles. 

Objetivos específicos 

1. Reconocer en una forma bilineal un producto escalar y manejar adecuadamente sus propiedades. 

2. Definir la norma asociada a cada producto escalar y demostrar sus propiedades. 

3. Obtener para cada vector del espacio su norma, módulo, y para cada par de vectores el ángulo que forman a partir del producto escalar. 

4. Reconocer diferentes expresiones para un producto escalar al considerarlo en bases diferentes. 

5. Encontrar una base del espacio en la cual un producto escalar dado adopte la expresión más simple (expresión canónica). 

6. Conocer y utilizar con soltura el método de ortonormalización de Gram-Schmit. 

7. Determinar el complemento ortogonal de un subespacio. 

8. Entender y calcular la proyección ortogonal de un vector sobre un subespacio. 

9. Comprender y manejar el método de los mínimos cuadrados. 

Espacio vectorial euclídeo. Proyecciones Ortogonales y Mínimos Cuadrados. 

Espacio vectorial euclídeo. 

Un conjunto 
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 es un espacio vectorial euclídeo n-dimensional si es un espacio vectorial real de dimensión n en el que se ha definido una operación:  
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, verificando las siguientes propiedades: 
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Esta operación recibe el nombre de producto escalar y la notación que vamos a utilizar es :  
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Matriz Asociada al Producto Escalar 

Si 
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 es una base del espacio vectorial euclídeo 
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, entonces la matriz asociada al producto escalar respecto a dicha base viene dada por: 
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MATRIZ DE GRAM 

como el producto escalar es conmutativo, sucede que 
[image: image15.wmf]ijji

eeeeij

=,",

oo

   y de ahí se obtiene que la matriz 
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 es simétrica, es decir: 
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Ortogonalidad 

Definición. Vectores ortogonales. 

Sea 
[image: image18.wmf]E

 un espacio vectorial euclídeo.  Dos vectores 
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  y 
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 son ortogonales si y sólo si 
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Proposición 

El vector 
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 es el único vector ortogonal a todos los vectores del espacio. 

Definición. Vector ortogonal a un subespacio. 

Un vector 
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 es ortogonal a un subespacio 
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 de 
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 si y sólo si, 
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Proposición 

Un vector 
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 es ortogonal a un subespacio 
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 de 
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 si y sólo si es ortogonal a todos los vectores de una base de 
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Definición. Subespacios ortogonales. 

Dos subespacios 
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  y  
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 de 
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Proposición 

Para que dos subespacios 
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  y  
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 sean ortogonales es necesario y suficiente que los vectores de una base de 
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 sean ortogonales con los vectores de una base de 
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Propiedades de la relación de ortogonalidad. 

Las principales propiedades de la relación de ortogonalidad son las siguientes: 

1. Si 
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 es un sistema de vectores ortogonales dos a dos,  
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2. Si 
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3. Si 
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es un subespacio vectorial de 
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 de dimensión 
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 tiene como máximo 
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 vectores ortogonales dos a dos. 

4. Si 
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 es un subespacio de 
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, de dimensión 
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, el conjunto de todos los vectores ortogonales a 
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 es un subespacio de dimensión 
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.  Dicho subespacio se denomina suplementario ortogonal o complemento ortogonal de 
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 y se representa por 
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5. Si 
[image: image62.wmf]V

 es un subespacio de 
[image: image63.wmf]E

 entonces 
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6. Si 
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 es un subespacio de 
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Definicion. Longitud, norma o módulo de un vector. 

Se llama longitud, norma o módulo de un vector 
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, y se representa por 
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a la raíz cuadrada positivo del producto escalar 
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[image: image74.wmf]NOTA: Si 
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 es unitario. 

Propiedades de la norma. 

14. 
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, es un vector unitario en la dirección de 
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18. Desigualdad de Schwarz, 
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19. Desigualdades triangulares, 
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Definición. Angulo que forman dos vectores. 

Sean  
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El ángulo 
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 que forman dos vectores 
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 y 
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 se define por medio de la expresión: 
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Proposición. 

Sean  
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Definición. Bases ortogonales y ortonormales. 

Una base de un espacio vectorial euclídeo es ortogonal si sus vectores son ortogonales dos a dos. 

Una base ortonormal es una base ortogonal de vectores unitarios. 

Método de ortogonalización de Gram-Schmidt. 

Este método nos permite construir una base ortonormal a partir de una base cualquiera del espacio. 

Si 
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 , los vectores que se obtienen de la forma: 


[image: image105.wmf]12

11

1323

1122

121

112211

11

221

3312

121

....

nnnn

nn

nnn

ce

cc

cece

cccc

cecece

cccccc

ce

cec

cecc

ceccc

-

--

-

=

=-

=--

=-----

o

o

oo

oo

ooo

ooo

LLLLLLLLLLLLLLLLLL


constituyen una base ortogonal.  Entonces 
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 es una base ortonormal. 

Proyecciones en Espacios Euclídeos. 

Definición. Proyección ortogonal de un vector sobre otro. 

Sea 
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siendo el vector 
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 un vector ortogonal a 
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El vector 
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Proyección Ortogonal de un vector sobre un subespacio S. 

Sea 
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 un subespacio de 
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 Todo vector 
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 es la proyección ortogonal de 
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Expresión matricial del vector proyección sobre un subespacio. 

Sea 
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 la matriz cuyas columnas son las coordenadas de los vectores 
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 viene dado por: 
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NOTAS: 

1. La existencia de la matriz 
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 queda garantizada por ser linealmente independientes los vectores 
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2. Obsérvese que en el caso particular de 
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que corresponde a la forma 
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Definición. Matriz Proyección asociada a un subespacio S. 

Sea 
[image: image151.wmf]S

 un subespacio de 
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 la matriz cuyas columnas son las coordenadas de los vectores 
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El producto 
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  para cualquier vector  
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Teorema.  

Sea 
[image: image163.wmf]S

 un subespacio vectorial de 
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La matriz proyección: 
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es la única matriz con la propiedad de que para todo vector  
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NOTA: El teorema anterior nos dice que la matriz proyección es única, independiente de la base elegida en el subespacio. 

Propiedades de la matriz proyección. 

La matriz proyección 
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Caracterización de las matrices proyección.  

La condición necesaria y suficiente para que una matriz 
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 sea una matriz proyección es que sea idempotente y simétrica.  En este caso,  la matriz es la matriz proyección para el subespacio generado por sus columnas. 

Matriz proyección utilizando bases ortonormales.  

Si 
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 es una matriz 
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 de columnas ortonormales, 
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Sea 
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 un subespacio vectorial de dimensión 
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 una base ortonormal del mismo.  Si 
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 es la matriz cuyas columnas son los vectores 
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Método de los Mínimos Cuadrados 

Planteamiento del Problema. 

Trataremos de aplicar el estudio realizado sobre las proyecciones a problemas de análisis de datos, que nos conducen a sistemas con mayor número de ecuaciones que de incógnitas (sistemas sobredeterminados) que, normalmente, son incompatibles.  A pesar de la no existencia de solución exacta en dichos sistemas. Los sistemas incompatibles surgen en situaciones reales y hay que intentar encontrar la ”mejor” solución posible.  El problema será encontrar un vector que minimice el error que cometemos al suponer que dicho vector es la solución del sistema. 

Método de los Mínimos Cuadrados.  

Sea el sistema 
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Pero minimizar su norma es equivalente a minimizar su norma al cuadrado, es decir, 
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Esta es la razón del nombre del método de los mínimos cuadrados. 

Para todo vector 
[image: image207.wmf]x

, el vector 
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 pertenece al subespacio 
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 generado por las columnas de 
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De todos los vectores 
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 el que minimiza 
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Multiplicando la igualdad anterior por 
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[image: image228.wmf]t
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Es decir
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(Nota: El sistema anterior es compatible y determinado ya que la matriz 
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La solución del sistema anterior, al ser 
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 de rango máximo, es 
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, que nos da la ”solución óptima” del sistema 
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NOTA: Si 
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Ajuste de datos con el método de mínimos cuadrados 

Recta de ajuste de datos en el plano. 

Supongamos que partimos de una colección de datos 
[image: image239.wmf](
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, que nos proporcionan un conjunto de puntos en el plano.  El objetivo es hallar una función lineal 
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, que represente lo mejor posible dichos valores. Geométricamente, significa que la gráfica de la función 
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 debe aproximarse lo más posible a la colección de puntos. 

El problema será determinar los valores de 
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 y 
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 tales que la recta 
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, denominada recta de ajuste, se adapte lo mejor posible a nuestros datos.  Sustituyendo 
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 en la anterior igualdad se obtiene: 
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Salvo en el caso de que los datos estén sobre una recta del plano, se obtiene un sistema sobredeterminado incompatible que se puede expresar matricialmente: 
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La solución que minimiza el error en términos de mínimos cuadrados es la solución del sistema 
[image: image249.wmf]tt
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 que es:
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NOTA: 
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 es invertible siempre que las columnas de 
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 sean linealmente independientes, que, en este caso, equivale a decir que los valores 
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 no sean todos iguales, es decir, que los puntos 
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 no estén todos en una recta vertical. 

Ajuste de datos en 
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n

+

¡

 por una función lineal. 

Cuando los datos tienen más de dos componentes, se obtienen sistemas con más de dos incógnitas por lo general sobredeterminados. Supongamos que tenemos los datos: 
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y se quieren ajustar por la relación lineal 
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Se obtiene entonces el sistema: 
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Matricialmente se expresa como: 
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de forma abreviada 
[image: image261.wmf]yAsAsy
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Si 
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, estamos ante un problema que se puede resolver con el método de los mínimos cuadrados, siendo la solución óptima la solución del sistema 
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 que es 
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Otras funciones de ajuste. 

En algunas ocasiones hay que recurrir a otras funciones, como las polinómicas o las exponenciales, para que la curva 
[image: image265.wmf]()
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 sea la que mejor se adapte a un conjunto de datos 
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Así, por ejemplo, si el ajuste se realiza por una función polinómica 
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al sustituir los datos 
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 en la igualdad anterior se obtiene el sistema: 
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Matricialmente se expresa como: 
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siendo la solución óptima por el método de mínimos cuadrados la solución del sistema 
[image: image272.wmf]tt
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 que es 
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PROBLEMAS 

1. Dado el espacio vectorial 
[image: image274.wmf]V

 de los polinomios de grado menor o igual que 1 y el producto escalar: 
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. Calcular la matriz asociada al producto escalar respecto de la base
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SOLUCIÓN: 

Un producto escalar es un caso particular de forma bilineal simétrica, por lo tanto existe una matriz simétrica 
[image: image277.wmf]A
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asociada al producto escalar, respecto de cualquier base  
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 de  
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. Dicha matriz vendrá dada por:  
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En este caso particular tenemos que:  
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  y  que  
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Tal y como se ha definido el producto escalar, lo que sabemos es que: 
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Luego, la matriz asociada al producto escalar en la base  
[image: image286.wmf]{
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  es:  
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2. De un producto escalar definido en 
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 respecto de la base 
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, se sabe que: 


[image: image290.wmf])

i

 
[image: image291.wmf]2

uu

=

o

 


[image: image292.wmf])

ii

 
[image: image293.wmf](3)5

uuv

+=

o

 


[image: image294.wmf])

iii

 
[image: image295.wmf]5()

vvuu

=

oo

 

a) Calcular la matriz asociada al producto escalar. 

b) Calcular 
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SOLUCIÓN: 

a) 
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Tenemos que: 
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La matriz asociada al producto escalar es: 
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b) 
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3. Sea 
[image: image303.wmf]E

 un espacio vectorial euclídeo de dimensión 
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 y 
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 un subespacio vectorial de 
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,  
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, el subespacio complemento ortogonal de 
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, calcular: 

a)  
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b)  
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SOLUCIÓN: 

a) Sabemos que la suma de 
[image: image311.wmf]U

 y 
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 es directa, por tanto 
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b) Además de ser suma directa se tiene que, 
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 directamente se obtiene que 
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4. Sea 
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calcular una base ortonormal de 
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SOLUCIÓN: 

Primero hallaremos una base de 
[image: image319.wmf]F

,

 si es ortogonal, bastaría con normalizar y el problema estaría resuelto, sino aplicaremos el método de Gram-Schmidt para transformarla en otra base de 
[image: image320.wmf]F

 que sea ortonormal. 
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Una base para 
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 es 
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 que sus vectores no son ortogonales ya que 
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Aplicamos el método de Gram-Schmidt 
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 es una base ortogonal de 
[image: image329.wmf]F

 y normalizando los vectores de 
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 se obtiene 
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 que es una base ortonormal de 
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5. Sea 
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 una base ortonormal de 
[image: image335.wmf]2

FB

,

 una base ortonormal de 
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 demostrar que 
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 es una base ortonormal de 
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SOLUCIÓN: 

Sabemos que 
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 como el vector nulo no pertenece a ninguna base, los vectores de 
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 son linealmente independientes con los de 
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 vectores linealmente independientes de
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, por tanto forman una base de 
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Por otra parte los vectores de 
[image: image349.wmf]1
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 son ortonormales, es decir, todos tienen norma igual a 1 y son ortogonales entre si, lo mismo ocurre con los vectores de 
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 y los vectores de 
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respecto de los de 
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 también son ortogonales ya que los de 
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 son vectores de 
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En definitiva los vectores de 
[image: image357.wmf]B

 están normalizados y son todos ortogonales entre si, forman una base ortonormal de 
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6. Dados los subespacios de 
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Calcular 
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SOLUCIÓN: 
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Sabemos que 
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7. Un producto escalar en 
[image: image370.wmf]3
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 con respecto a la base 
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 tiene por matriz asociada 
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 que en la base canónica tiene por coordenadas:  
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SOLUCIÓN:  

Lo primero que tenemos que hacer es expresar el vector 
[image: image375.wmf]v

 respecto a la base 
[image: image376.wmf]B
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 Sabemos que la relación entre las coordenadas de un vector respecto de ambas bases es 
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Sabemos que la matriz 
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  cambio de base de 
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 a la base canónica es:      
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  siendo 
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Por lo tanto: 
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Una vez que tenemos expresado el vector 
[image: image388.wmf]v

 respecto de la base 
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, su norma será: 
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8. Si 
[image: image391.wmf]V

  es un espacio vectorial de dimensión 
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  es un subespacio vectorial de 
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.  Justificar cuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cuales falsas: 

a)  
[image: image395.wmf]W

  es el núcleo de la aplicación lineal  
[image: image396.wmf]fVV
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 definida por  
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b)  
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[image: image399.wmf]A

. 

c)  Todas las filas de la matriz 
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 pertenecen a 
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d)  Si 
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SOLUCIÓN: 

Sabemos que: 


[image: image404.wmf])

i

 Al  estar 
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 definido como solución de un sistema de ecuaciones homogéneo, 
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a) Verdadera 

Para verlo, basta considerar la definición de núcleo de una aplicación lineal: 

Si tenemos la aplicación lineal:  
[image: image409.wmf]fVV
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 definida por  
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b) Verdadera 

Tenemos que:
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c)  Verdadera 

Sabemos que para cada 
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[image: image415.wmf]A

 por
[image: image416.wmf]w

, el resultado es 
[image: image417.wmf]0

.  En realidad esto es equivalente a decir que cada vector fila de la matriz 
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 multiplicado por el vector 
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, usando el producto escalar usual, nos da 0, es decir que cada vector fila de la matriz 
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 es ortogonal a todos los vectores de 
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 pertenece a 
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d)  Falsa 

El subespacio vectorial 
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  se puede ver como el núcleo de la aplicación 
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Luego, como 
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  y  
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9. Sea 
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 un espacio vectorial euclídeo y 
[image: image434.wmf]U

 un subespacio vectorial de 
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, 
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 el subespacio complemento ortogonal de 
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. Justificar cuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cuales falsas: 

a)  
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d)  
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SOLUCIÓN: 

a)  Falso 

Veamos el siguiente contraejemplo. 

Consideramos 
[image: image442.wmf]3
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, espacio vectorial euclídeo con el producto escalar usual, 
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b)  Verdadera 

Una de las propiedades del subespacio complemento ortogonal nos dice que: 
[image: image449.wmf]UUV
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 de donde se deduce inmediatamente que 
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c)  Falsa 

Sabemos que 
[image: image452.wmf]{
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, por lo tanto la dimensión de esta intersección nunca puede ser igual a la dimensión de 
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 porque se parte de la hipótesis de que el espacio vectorial 
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 es no nulo. 

d)  Falsa. 
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10. El vector 
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 que mejor se aproxima a 
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 en el sentido de mínimos cuadrados. 

SOLUCIÓN: 

El vector que mejor se aproxima a 
[image: image462.wmf]v

 en el sentido de mínimos cuadrados es su proyección ortogonal sobre 
[image: image463.wmf]F

,

dicha proyección ortogonal viene dada por  
[image: image464.wmf](
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  siendo 
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 la matriz cuyas columnas son los vectores de la base que genera al subespacio 
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 Una condición necesaria para que exista la matriz 
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 es que los vectores que definen las columnas de la matriz 
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 sean linealmente independientes, es decir, no basta con que generen a 
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, es necesario que sean base de 
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Otra forma de enfocar y resolver el problema es sabiendo que el vector 
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es un sistema incompatible. Se plantea y resuelve el sistema 
[image: image480.wmf]tt
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 que son las coordenadas de la proyección ortogonal de 
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 sobre 
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 el vector proyección de 
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 sobre 
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 es por tanto 
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11. Sea el espacio vectorial 
[image: image487.wmf]3
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, y el subespacio  
[image: image488.wmf](
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.  Si 
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.  Calcular el vector de 
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 que mejor se aproxima a 
[image: image492.wmf]u

  en el sentido de mínimos cuadrados. 

SOLUCIÓN: 

El vector de 
[image: image493.wmf]W

 que mejor se aproxima a 
[image: image494.wmf]u

 en el sentido de mínimos cuadrados es su proyección ortogonal sobre 
[image: image495.wmf]W

. Dicha proyección ortogonal viene dada por la siguiente expresión: 
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)

1

tt

xAAAAu

-

=

, siendo 
[image: image497.wmf]A

 la matriz cuyas columnas son las coordenadas de un sistema generador, linealmente independiente de 
[image: image498.wmf]W
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Por lo tanto, se tiene que: 
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12. Dado el sistema:  
[image: image505.wmf]0

1

231

xy

xy

xy

+=

ü

ï

-+=

ý

ï

+=

þ

 , calcular la mejor solución por mínimos cuadrados. 

SOLUCIÓN: 

Si llamamos 
[image: image506.wmf]A

 a la matriz de los coeficientes y 
[image: image507.wmf]b

 a la matriz de los términos independientes del sistema anterior, como las columnas de 
[image: image508.wmf]A

 son linealmente independientes, sabemos que la mejor solución por mínimos cuadrados viene dada por: 
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Luego, la mejor  solución por mínimos cuadrados es:  
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13. Utilizando el método de los mínimos cuadrados, calcular la solución aproximada del sistema de ecuaciones 
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SOLUCIÓN: 

La matriz de los coeficientes del sistema es  
[image: image517.wmf]21
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La matriz de los términos independientes es 
[image: image519.wmf]3
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El sistema no tiene solución ya que
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Tenemos el sistema:   
[image: image521.wmf]Axb
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,  siendo  
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La solución óptima del sistema en el sentido de los mínimos cuadrados, es la solución del sistema 
[image: image523.wmf]tt

AAxAb

=

 como la matriz 
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 es de rango máximo, viene dada por:  
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Es decir:
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14. Dado el sistema 
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 calcular la solución por mínimos cuadrados. 

SOLUCIÓN: 

La matriz de coeficientes del sistema es 
[image: image530.wmf]11

31

11

A

æö

ç÷

=-,

ç÷

ç÷

-

èø

 
[image: image531.wmf]()2
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La matriz ampliada es 
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por tanto el sistema es incompatible, luego no tiene solución exacta. 

Se plantea el nuevo sistema 
[image: image534.wmf]tt
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 siendo 
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para encontrar solución aproximada al sistema por el método de mínimos cuadrados, el nuevo sistema a resolver es: 
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 cuya solución exacta es 
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15. Calcular la recta que mejor se ajusta en el sentido de mínimos cuadrados al conjunto de puntos siguiente 
[image: image540.wmf]{(22)(10)(01)(14)}
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SOLUCIÓN: 

Buscamos la recta, 
[image: image541.wmf]ymxn

=+,

que mejor se ajuste al conjunto de puntos, primero se intentará encontrar una recta que contenga a los cuatro puntos, si no existe, se buscará la que menor error cuadrático cometa. 
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 si hallamos una forma escalonada equivalente de 
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 directamente se observa que 
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Sistema incompatible, no hay una recta que pase por los cuatro puntos. 

Se plantea el nuevo sistema 
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Siendo
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 cuya solución exacta es 
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La recta es por tanto 
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